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Diskussion einer Abituraufgabe im Hinblick auf spezielle Ziele von

Stochastikunterricht

MANFRED BOROVCNIK, KLAGENFURT; REIMUND VEHLING, HANNOVER; ELKE WARMUTH,
ZOSSEN

Zusammenfassung: Eine Aufgabe für den Leistungs-
kurs aus dem Abitur 2013 in Hessen wird vor dem
Hintergrund der im Arbeitskreis Stochastik ausfor-
mulierten Ziele von Stochastikunterricht analysiert
und überarbeitet. Einen wichtigen Angelpunkt der
Überlegung bildet dabei der Modellbildungsgedan-
ke, der für die Stochastik als Unterrichtsfach zentral
erscheint und auch in dem angesprochenen Grund-
satzpapier neben der Auflistung und Begründung von
inhaltlichen Kompetenzen als eine von drei allgemei-
nen Orientierungen (Modellieren - Formale Strenge -
Fehlvorstellungen) genannt wird.

1 Einleitung

Während der Herbsttagung 2014 des Arbeitskreises
Stochastik der Gesellschaft für Didaktik der Mathe-
matik setzten sich Teilnehmerinnen und Teilnehmer
in kleinen Gruppen mit ausgewählten Aufgaben zur
Stochastik des Zentralabiturs aus verschiedenen Bun-
desländern auseinander. Es wurden solche Aufgaben
ausgewählt, die nach Meinung der Vorbereitungsgrup-
pe hinreichend viel Potential für eine Weiterentwick-
lung beinhalteten. Ziel war es, die Aufgaben einer
kritischen Analyse zu unterziehen und sie so zu über-
arbeiten, dass sie beispielhaft für die 2010 veröffent-
lichten Intentionen des Arbeitskreises bei der Umset-
zung der Bildungsstandards sind (vgl. Biehler et al.
2010). Unsere Gruppe befasste sich mit der Aufgabe
C2 für den Leistungskurs aus dem Abitur 2013 in
Hessen (Hessisches Kultusministerium 2013).

1.1 Ziele eines Stochastikunterrichts im Wechsel

der Zeit

Stochastik war vor 1970 auf Kombinatorik und ele-
mentare Wahrscheinlichkeitsrechnung reduziert, An-
fang der 1970er Jahre wurde die Wahrscheinlichkeits-
rechnung als exemplarisches Teilgebiet der Mathe-
matik forciert, das die Strukturmathematik illustrie-
ren sollte. Heigl und Feuerpfeil (1977) ist ein gutes
Beispiel für diese Art von Unterricht. Mit Beginn
der 1980er traten in der Schulmathematik Anwen-
dungen an die Stelle der favorisierten Mengenlehre
und Strukturtheorie. Bald war damit auch die Idee der
Modellbildung, idealerweise mit zyklischen Verbesse-
rungen in einem Modellbildungskreislauf verbunden

(siehe Blum 1985). Das brachte zunächst für die be-
schreibende Statistik, später auch für die beurteilende
Statistik bessere Argumente, sodass diese Bereiche
im schulischen Unterricht gegenüber der Wahrschein-
lichkeitsrechnung aufgewertet wurden.
Nach 2000 spiegelte sich der Modellierungsgedanke
auch in der Kompetenzorientierung des Unterrichts
wider. Die stochastischen Begriffe sind ja zum Zweck
der Lösung praktischer Probleme entwickelt worden
und ihr Zweck lässt sich am besten im Anwendungs-
kontext erkennen. So wird in den beschriebenen Kom-
petenzprofilen für die Bildungsstandards (Biehler et al.
2010) in drei (von sieben) Bereichen explizit Model-
lieren und in vier Bereichen Fragen stellen, beantwor-
ten bzw. die Antworten im Sachkontext interpretieren
genannt.

Allerdings ist der Modellierungsgedanke im tatsächli-
chen Unterricht nicht immer angekommen. So stel-
len Eichler und Vogel (2010) fest, dass es bei vielen
Aufgaben aus dem Bereich der Wahrscheinlichkeits-
rechnung eigentlich nur um Routinetechniken geht,
wobei der Kontext allenfalls die Rolle einer leeren
Hülle spielt: Man berechne, dass es höchstens 8 Er-
folge bei 10 Versuchen gibt. Ob es um Schrauben
mit bestimmten Ausmaßen (Ausschuss), Tore, oder
Gewinn in einem Glücksspiel geht, ist ohne Belang.
Auch wird das Modell explizit vorgegeben (es geht
um eine Binomialverteilung). Mit der Modellierung
ist aber meist keine Fragestellung verbunden; es bleibt
offen, warum man eine solche Wahrscheinlichkeit aus-
rechnen soll und was man - wenn man sie berechnet
hat - damit besser kann.

1.2 Die Ziele eines Stochastikunterrichts, wie sie

im Grundsatzpapier festgehalten sind

Stellvertretend für Ziele eines Stochastikunterrichts
dient uns das Grundsatzpapier ,,Leitidee Daten und
Zufall für die Sekundarstufe II - Kompetenzprofile für
die Bildungsstandards aus Sicht der Stochastik und
ihrer Didaktik” (Biehler et al. 2010). Die Kompeten-
zen werden im angesprochenen Grundsatzpapier wie
folgt angeführt:

1. Exemplarisches Planen von statistischen Erhe-
bungen zu für die Lernenden bedeutsamen Fra-
gestellungen
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2. Verwenden von Methoden der beurteilenden
Statistik (insbesondere Konfidenzintervallen
und in Erweiterung auch Hypothesentests)

3. Modellieren mehrstufiger zufälliger Vorgänge

4. Modellieren zufälliger Vorgänge mit Hilfe von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ihrer cha-
rakteristischer Kennzahlen

5. Nutzen von Simulationen, um mit stochas-
tischen Situationen zu experimentieren und
Näherungslösungen in komplexeren Situatio-
nen zu gewinnen

6. Kennen von Grundphänomenen zum Gesetz
der großen Zahlen

7. Modellieren von statistischen Trends und Zu-
sammenhängen zweier Merkmale mithilfe von
Funktionen.

Neben der Begründung dieser Kompetenzbereiche
und der Beschreibung von Kernkompetenzen werden
allgemeine Orientierungen für einen Stochastikunter-
richt beschrieben, worunter auch Modellbildung fällt,
was für die vorliegende Analyse der Abituraufgabe
besonders wichtig erscheint.

Man könnte die Ziele eines Stochastikunterrichts auch
anhand anderer Aufsätze abarbeiten. Interessanterwei-
se mögen sich die Benennungen unterscheiden, wenn
sie jedoch durch Beispiele präzisiert werden, so läuft
es wieder auf dasselbe hinaus, nämlich verschiedene
Anwendungen von Stochastik verstehen und bewer-
ten können. So etwa bei Hauer-Typpelt (2009), die
eine ,,angemessene Grundvorstellung zu Wahrschein-
lichkeit und Zufall entwickeln” will und als Beispiele
u.a. anführt: Wahlprognosen richtig einschätzen zu
können, mit medizinischen Testergebnissen rational
umgehen zu können.

1.3 Zentral gestellte Abituraufgaben

Abituraufgaben haben eine besondere Funktion zu
erfüllen - sie sollen in einer Prüfungssituation das
Wissen und Können der Schülerinnen und Schüler am
Ende ihrer Schulzeit angemessen testen. Gerade vor
dem Hintergrund des ersten gemeinsamen Zentrala-
biturs von 14 Bundesländern nach den Bildungsstan-
dards sind daher beispielgebende Aufgaben von nicht
zu unterschätzender Bedeutung. Abituraufgaben ha-
ben an sich eine lenkende, den Unterricht gestaltende
Kraft, das trifft in noch größerem Ausmaß auf zentral
gestellte Aufgaben zu. Hier lohnt es sich besonders,
auf die Ziele des Unterrichts zu achten. Sowohl den
einmal formulierten (akzeptierten) Zielen als auch den

einmal gestellten Aufgaben kommt eine Leitfunktion
für die weitere Entwicklung von Schulunterricht zu.
Deswegen ist es besonders wichtig, die bestehenden
Aufgaben einer kritischen Analyse im Hinblick auf
die Ziele zu unterziehen. Aufgaben an sich, also auch
ohne die Funktion als Prüfungsaufgabe, kommt im
Schulunterricht eine zentrale Rolle beim Begriffser-
werb zu. In Abwandlung eines Sprichworts könnte
man einer Lehrkraft die Frage stellen ”Sag mir, wel-
che Aufgaben Du stellst, und ich sage Dir, wie Dein
Unterricht ist.“

Um nun der genuinen Ausrichtung stochastischer Ver-
fahren im Unterricht und dann auch in der Prüfung
Ausdruck zu verleihen, scheint ein Konsens unter Di-
daktikern zu bestehen, dass der Modellierungsgedan-
ke wesentlich ist. Allerdings gibt es für ein schriftli-
ches Abitur doch eine erhebliche Erschwernis. Man
kann - unter Prüfungsstress - wohl nicht eine so große
Offenheit vorlegen; die Modellierung muss ,wasser-
dicht’ sein und soll in der Prüfungssituation keines-
falls hinterfragt werden müssen. Die Fragestellung
einschließlich der Modellierung muss überdies von
allen gleichermaßen klar verstanden werden können.
Die nur kurze Tradition mit zentral gestellten Auf-
gaben im Abitur ist durch wiederkehrende Kritik ge-
kennzeichnet. Fast jedes Jahr erscheinen Aufsätze mit
einer Nachlese, wonach die Fragestellung zu kurz
greift oder gar falsch ist (siehe etwa Davies 2009; Da-
vies et al. 2008); nicht immer sind sich die Experten
über die geäußerte Kritik einig.

Das allein illustriert bereits die Komplexität, eine Auf-
gabenstellung schriftlich so zu verfassen, dass es kei-
ne Missverständnisse darum geben wird und dass der
Kontext die Fragen angemessen behandeln lässt. Der
Kontext sollte einerseits gut zugänglich sein und nicht
zu falschen Interpretationen verleiten, andererseits
anfordernd genug, damit man auch in der Prüfungs-
situation erkennen kann, dass die gestellten Fragen
gerade mit den gelernten Begriffen und Methoden
bearbeitbar sind.
Wenn wir hier eine spezielle Aufgabe aus dem Umfeld
der Qualitätskontrolle aufgreifen, so eigentlich nicht,
um sie lediglich zu kritisieren, sondern um die Aufga-
benstellung insbesondere mit bestimmten Zielen eines
Stochastikunterrichts in Verbindung zu bringen. Erst
eine stimmige Situation mit passender Modellierung
erlaubt es, dem Prüfling die Ergebnisse sachgerecht
zu interpretieren und einzuordnen, wie es in den Zie-
len eines Stochastikunterrichts nicht nur von Biehler
et al. (2010) gefordert wird.
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2 Originalaufgabe

Optische Rauchmelder enthalten als wichtiges Bauteil eine
Fotozelle.

In einer Fabrik, die Fotozellen herstellt, wird jede Fotozel-
le auf Fehler untersucht. Bei dieser Untersuchung werden
nacheinander und voneinander unabhängig bis zu drei Ein-
zelkontrollen durchgeführt. Sofern bei einer der Einzelkon-
trollen eine fehlerhafte Fotozelle entdeckt wird, wird sie
umgehend ausgesondert und nicht weiter überprüft. Eine
intakte Zelle wird in keinem Fall ausgesondert. Bei den
oben beschriebenen Einzelkontrollen ist die Fehlerquote
ziemlich hoch, im Durchschnitt wird eine von fünf fehler-
haften Fotozellen nicht entdeckt.

Teilaufgabe 1.1 (2 BE)

Eine Fotozelle ist defekt. Berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeit, mit der sie innerhalb dieser Untersu-
chung erst bei der letzten, also der dritten Einzelkon-
trolle entdeckt und ausgesondert wird.

Teilaufgabe 1.2 (6 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass bei den
Untersuchungen von zehn fehlerhaften Fotozellen fol-
gende Ereignisse eintreten:
A: Es werden mindestens neun fehlerhafte Fotozellen
entdeckt.
B: Unter den ersten fünf werden nur drei fehlerhafte Fo-
tozellen und unter den restlichen fünf alle fehlerhaften
Fotozellen entdeckt.

[Aufgabe 2 wird eingeleitet mit:] In Rauchmeldern wurde
bisher nur eine Fotozelle eingebaut. Es wird nun überlegt,
ob man die Zuverlässigkeit eines Rauchmelders dadurch
verbessern könnte, dass man drei unabhängig voneinander
arbeitende Fotozellen verwendet, die so geschaltet sind,
dass erst dann Alarm ausgelöst wird, wenn zumindest zwei
der drei Fotozellen eine Reaktion zeigen.
Es sei p die Wahrscheinlichkeit, dass eine Fotozelle im
Falle von Rauchentwicklung eine Reaktion zeigt, und P(p)
die Wahrscheinlichkeit, dass ein derartiger Rauchmelder
im Falle von Rauchentwicklung Alarm auslöst.

Teilaufgabe 2.1 (7 BE)

Berechnen Sie für p = 0,3, p = 0,5 und p = 0,7 die
dazugehörigen Wahrscheinlichkeiten P(p). Werten Sie
Ihre Ergebnisse hinsichtlich der Zuverlässigkeit des
Rauchmelders mit drei Fotozellen im Vergleich zu dem
mit einer Fotozelle aus und formulieren Sie eine Ver-
mutung, ob durch die beschriebene Maßnahme die Zu-
verlässigkeit der Rauchmelder verbessert wird.

Teilaufgabe 2.2 (3 BE)

Leiten Sie den Term P(p) = −2p3 + 3p2 her und
skizzieren Sie den Graphen der Wahrscheinlichkeits-
funktion P für p ∈ [0;1] im Koordinatensystem im
Material.

Teilaufgabe 2.3 (4 BE)

Erläutern Sie, welche Bedeutung die Funktion R (siehe
Kasten) im Sachzusammenhang hat.
Erklären Sie, was in den Zeilen (1) bis (3) berechnet
wird und deuten Sie das Ergebnis im Sachzusammen-
hang.

Teilaufgabe 3 (8 BE)

Der neue Vorstand des Unternehmens verlagert aus
Kostengründen einen Großteil der Produktion an einen
anderen Standort. Dort zeigen sich bei der Massenferti-
gung der Rauchmelder große Probleme: Die ansonsten
niedrige Ausschussquote von 3% steigt um ein Drittel
an.
Der Produktionsleiter ergreift daraufhin Maßnahmen
zur Senkung der Ausschussquote. Er möchte den Erfolg
dieser Maßnahmen durch einen Test überprüfen, in dem
850 Rauchmelder kontrolliert werden.
Entwickeln Sie einen solchen Test mit einer Entschei-
dungsregel so, dass die Wahrscheinlichkeit für einen
Fehler 1. Art höchstens 5% beträgt.

3 Diskussion der Originalaufgabe mit

Begründung der vorgeschlagenen

Änderungen

3.1 Kontext der Aufgabe

Eingekleidete oder anwendungsorientierte Aufgaben
sind seit einigen Jahren aus dem schriftlichen Abitur
nicht mehr wegzudenken. Leider erfüllen sie in den
seltensten Fällen das Ziel, Modellierungskompeten-
zen zu messen. Das kann man u.a. an der von Davies
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(2008, 2009) ausgehenden Diskussion erkennen. Kri-
tik an der Aufgabenstellung im Stochastikunterricht,
die besonders in die Richtung Alibi-Modellierung
geht, wird auch bei Eichler und Vogel (2010) deut-
lich. Generell besteht in der didaktischen Diskussion,
wie sie auch im Arbeitskreis Stochastik der GDM
geäußert wird, der Tenor, dass Modellierung ein of-
fenes Desiderat an den Stochastikunterricht ist und
insbesondere gut geeignete Aufgaben dazu rar sind.
Die Modellierungselemente sind nämlich in der Re-
gel vorgegeben und eine Modellkritik wird sehr sel-
ten verlangt. Oft ist sogar der Anwendungskontext
fragwürdig. Uns ist bewusst, dass gute Modellierungs-
aufgaben im Zentralabitur nur schwer zu realisieren
sind. Vielleicht ist es auch unmöglich. Gute Modellie-
rungsaufgaben benötigen für die Bearbeitung ausrei-
chend Zeit, passen nicht unbedingt in das operationa-
lisierte Aufgabenformat und sind auch schwieriger zu
korrigieren.

In der vorliegenden Aufgabe werden die Zuverlässig-
keit von Bauelementen bzw. Geräten und die Unsi-
cherheit bei der Qualitätskontrolle thematisiert. Bei-
des sind realistische Fragestellungen. Allerdings ist
es unrealistisch, dass bei einer Massenproduktion wie
der von Fotozellen jede einzelne Zelle auf Fehler un-
tersucht wird. Ebenso unrealistisch ist die Stichpro-
bengröße in Teilaufgabe 3. Hier wird ein Stichproben-
umfang von 850 vorausgesetzt, wobei das Ziel ist, zu
erkennen, ob eine Veränderung im Ausschussanteil
von 3 auf 4% erfolgt ist. Die Macht eines statistischen
Tests (zum Niveau 5%), eine solche Änderung zu er-
kennen, wäre dann rund 45% – das bedeutet, man
hätte weniger Chance als beim Münzwerfen Kopf zu
erhalten, um diese Abweichung auch tatsächlich zu
erkennen. Das hat jetzt weniger mit dem Kontext zu
tun als einfach mit den Feinheiten des statistischen
Testens. Intuitiv kann man davon ausgehen, dass man
1000 Daten benötigt, um einen Anteil auf einen bis
drei Prozentpunkte genau zu schätzen (das hängt auch
davon ab, wie groß der unbekannte Anteil ist; je näher
bei 0,5, umso ungenauer die Schätzung im Sinne eines
absoluten Fehlers; bei 0,03 ergibt sich etwas mehr als
ein Prozentpunkt). Davon ist man beim vorgegebenen
Stichprobenumfang entfernt und kann daher nicht im
Mindesten die Fragestellung beantworten.

3.2 Struktur der Aufgabe

In den drei Teilaufgaben muss sich der Prüfling auf
drei völlig unterschiedliche Situationen einstellen. In
der ersten Teilaufgabe geht es um die Qualitätskon-
trolle der einzelnen Fotozelle, während in der zweiten
Teilaufgabe die Zuverlässigkeit von einzelnen Rauch-

meldern mit eingebauten Fotozellen und in der dritten
– ohne Bezug zur zweiten – die Ausschussquote einer
ganzen Produktion von Rauchmeldern Gegenstand
der Untersuchung sind. Der Bruch in der Aufgaben-
stellung, wonach in den Teilaufgaben von ganz ver-
schiedenen Situationen ausgegangen wird, ist Anlass
für Missverständnisse. Er hat auch in veröffentlichten
Lösungen von Personen, die mit den Anforderungen
bestens vertraut sein sollten, zu Fehlern geführt (siehe
Euler 2013). Dagegen sollte man in einer Prüfungs-
aufgabe solche Brüche mindestens klar formulieren.
Es geht natürlich auch um Textverständnis und um
die Fähigkeit, Text sinngemäß zu erfassen; aber die
Fragestellung sollte ohne ,,Fallen” ausformuliert sein.

3.3 Anforderungen der Aufgabe

Zur Lösung der Teilaufgabe 1.1 muss dem Aufga-
bentext die verschlüsselte Wahrscheinlichkeitsangabe
entnommen werden. Ein Baumdiagramm hilft bei der
Lösung. Derartige Aufgaben sollten den Schülerin-
nen und Schülern aus dem Unterricht vertraut sein.
Sie sind es gewohnt, die Einkleidung zu ignorieren.
Das ist wohl Allgemeingut unter Lehrkräften und ein
Teil der Bemühungen um Unterricht ist direkt darauf
ausgerichtet, die richtige Struktur, sprich das richtige
Referenzbeispiel zu entdecken. Das stellt auch einen
Teil der Schwierigkeiten bei zentral gestellten Prüfun-
gen dar, da dies nicht geübt werden kann. Es spiegelt
sich auch in den höheren Durchfallquoten wider, wie
dies gerade im österreichischen Vergleichsfall passiert
ist, wo 2016 fast 22% bei der zentralen schriftlichen
Matura durchgefallen sind.

Ob die Qualitätskontrolle brauchbar ist, hängt davon
ab, wie viele defekte Zellen durchschlüpfen. Es inter-
essiert also, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, dass
eine defekte Zelle bei den maximal drei Tests nicht als
defekt erkannt wird. Die Wahrscheinlichkeit ist trotz
der mangelhaften Güte der einzelnen Prüfung (20%
Wahrscheinlichkeit, dass dies nicht erkannt wird), im-
merhin auf 1

53 = 0,008 gesunken. Das wird erst in der
zweiten Teilaufgabe zu berechnen sein (ohne dass es
dort explizit genannt wird), gehört aber sinngemäß
zur ersten Teilaufgabe.

Bei der Teilaufgabe 1.2 muss die Binomialverteilung
als geeignetes Modell erkannt werden. Eine beson-
dere Schwierigkeit der Aufgabe liegt darin, dass die
Erfolgswahrscheinlichkeit für das dreistufige Prüfver-
fahren noch zu berechnen ist. Gelingt es nicht, ein
sinnvolles Ereignis als ”Erfolg“ zu definieren und des-
sen Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dann hat die
Schülerin oder der Schüler keinen Zugang zu die-
ser Teilaufgabe. Dem beugen wir in der geänderten
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Aufgabe vor, indem wir in Teilaufgabe 1.1 b) die
Wahrscheinlichkeit eines möglichen Erfolgsereignis-
ses berechnen lassen und zum Vergleich das Ergebnis
angeben. Es bleibt für den Prüfling immer noch das
Problem zu erkennen, dass das dreistufige Prüfverfah-
ren betrachtet werden muss.

Ist es noch interessant zu wissen, ob man wenigstens
neun der defekten Zellen als defekt erkennt, so ist es
gar nicht informativ, die Wahrscheinlichkeit zu ken-
nen, ob zuerst von fünf defekten nur drei, dann von
weiteren fünf defekten alle als defekt erkannt werden.
Was soll man daraus ablesen? Es soll – wie in vielen
anderen Abituraufgaben auch – (nur) getestet wer-
den, ob der Prüfling ein zusammengesetztes Ereignis
korrekt in einen Term übersetzen kann. Das Anlie-
gen ist legitim, wenn der vorgetäuschte Sachkontext
nicht da wäre. Es wird durch den Bezug auf den Kon-
text der Anschein erweckt, dass es im Rahmen der
Qualitätskontrolle interessant und wichtig wäre, die
Wahrscheinlichkeit zu wissen, ob bei den ersten fünf
geprüften Stücken nur drei als fehlerhaft entdeckt wer-
den und danach bei den zweiten fünf geprüften alle
als fehlerhaft entdeckt werden. Das interessiert im
Kontext überhaupt niemanden. Es wird eine bestimm-
te Anzahl überprüft und danach wird festgestellt, was
mit den geprüften insgesamt los ist und wie das ge-
fundene Ergebnis und dessen Wahrscheinlichkeit mit
Annahmen (hier über die Ausschussquote) zu verein-
baren ist und welche Entscheidung man danach trifft.
Wir haben die Frage nach der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses B ersetzt durch Teilaufgabe 1.2 b), die
eine Aussage über die Qualität des Prüfverfahrens
beinhaltet.

In Teilaufgabe 2.1 sind die Zuverlässigkeiten von
Rauchmeldern zu vergleichen: solche mit einer Fo-
tozelle und solche, in die drei Fotozellen eingebaut
sind, ausgehend von der Zuverlässigkeit p, mit der
eine Fotozelle Rauch erkennt.

In drei Teilschritten soll der Prüfling zu einer Er-
kenntnis geführt werden. Zunächst ist dreimal die-
selbe Rechnung mit verschiedenen Werten von p aus-
zuführen. Die drei Werte sind wohl für eine Kurven-
diskussion interessante Werte, bei 0,3 ist das Einzel-
system besser, bei 0,5 sind beide gleich, bei 0,7 ist
das Dreier-System besser. Aus zuverlässigkeitstheo-
retischer Sicht sind das alles Werte, die völlig unin-
teressant sind. Fotozellen mit einer derart schlech-
ten Zuverlässigkeit werden hoffentlich nicht in einen
Rauchmelder eingebaut.
Auf der Grundlage der drei Ergebnisse soll der
Prüfling eine Vermutung über die Wirkung des Ein-

baus von drei Fotozellen äußern, die aber nicht be-
gründet werden muss. Danach soll der allgemeine
Term für die Zuverlässigkeit des Rauchmelders ve-
rifiziert werden. Ein viertes Mal sind also analoge
Überlegungen wie bei den drei einzelnen Werten an-
zustellen. Das Skizzieren eines Graphen ist keine Auf-
gabe, mit der für die Stochastik typische Kompeten-
zen überprüft werden. Die Bedeutung der Funktion
R herauszufinden, erfordert hingegen schon Verständ-
nis der stochastischen Komponenten des Sachverhalts.
Gelingt es dem Prfling allerdings nicht, diese Bedeu-
tung zu ermitteln, dann kann sie oder er auch die
abschließende Aufgabe von 2.3 nicht lösen. Das vor-
angehende Erklären des Kasteninhalts ist ebenfalls
keine Aufgabe, mit der für die Stochastik typische
Kompetenzen überprüft werden.

Der im Kasten ermittelte Wert p, für den R maxi-
mal wird, ist zuverlässigkeitstechnisch uninteressant;
er befindet sich im Bereich der unakzeptablen Zu-
verlässigkeitswerte. Außerdem ist dort nur der maxi-
male Abstand zwischen den beiden Systemen in punk-
to Zuverlässigkeit erreicht, das sagt aber nichts aus
über den erreichten Status an Zuverlässigkeit. Die Zu-
verlässigkeit des Dreier-Systems (mit der angegebe-
nen Wirkungsweise) ist erst bei Werten von p≥ 0,95
im akzeptablen Bereich (ist dann größer als 0,9928
und die Fehlerrate liegt unter 1%). Die Betrachtung
der Differenz der Zuverlässigkeiten schiebt den Fo-
kus weg von den erreichten Zuverlässigkeiten, die
eigentlich wichtig sind. Die Frage ist, lohnt sich eine
Verbesserung, wenn ein System sowieso schon gut
ist. Bei 0,95 für das Einzelsystem lohnt sich natürlich
eine Verbesserung auf mehr als 0,99.

In der vorgeschlagenen Veränderung dieser Teilauf-
gabe sollen die Schülerinnen und Schüler zunächst
für eine sinnvolle Zuverlässigkeit einer Fotozelle
(p = 0,9) die Zuverlässigkeit des Rauchmelders be-
rechnen (Teilaufgabe 2.1 a)) und dann durch Wie-
derholung der Überlegungen mit einem beliebigen
p den allgemeinen Term verifizieren (Teilaufgabe
2.1 b)). Teilaufgabe 2.1 c) behandelt die zuverlässig-
keitstechnisch wichtige Frage, welche Zuverlässig-
keit die Fotozellen haben müssen, um eine vorgege-
bene Zuverlässigkeit des Rauchmelders zu erreichen.
Vom Prüfling wird erwartet zu erkennen, dass die Zu-
verlässigkeit des Rauchmelders monoton wachsend
von der Zuverlässigkeit der eingebauten Fotozellen
abhängt. Mit dem Ergebnis von Teilaufgabe 2.1 a)
ist ein Ausgangspunkt gegeben, um p in Hundert-
stelschritten zu erhöhen. Aber auch ohne Nutzung der
Teilaufgabe 2.1 a) kann der Prüfling durch systemati-
sche Suche zum Erfolg kommen.
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Teilaufgabe 2.2. in der vorgeschlagenen Veränderung
greift den Gedanken der Originalaufgabe 2.3 auf. Da-
zu wird aber der Graph der Funktion R, welche die
Differenz aus der Zuverlässigkeit eines Rauchmelders
mit drei Fotozellen und der einer einzelnen Fotozel-
le beschreibt, vorgegeben und der Schwerpunkt auf
die inhaltliche Analyse gelegt. Geprüft wird damit
die Kompetenz, die Funktion im Sachkontext rich-
tig zu interpretieren, aus dem Graphen Informationen
zu entnehmen und diese wiederum in den stochasti-
schen Kontext zurück zu übersetzen. Teilaufgabe 2.2
b) zielt auf die Erkenntnis, dass ein hoher Zuwachs an
Zuverlässigkeit noch nichts über den erreichten Zu-
verlässigkeitswert aussagt. Dieser muss vom Prüfling
berechnet und beurteilt werden.

Die Teilaufgabe 3 verlangt vom Prüfling das mechani-
sche Abarbeiten eines Signifikanztests. Es wird nicht
angenommen, dass es sich um eine zufällige Stich-
probe handelt. Bei der Rechnung muss die Binomial-
verteilung durch eine Normalverteilung approximiert
werden. Es handelt sich um eine Standardaufgabe. In
der vorgeschlagenen Veränderung der Teilaufgabe 3
ist zunächst die Ausschussquote aus der zufälligen
Stichprobe zu schätzen. Anstelle des Signifikanztests
wird vom Prüfling eine Bewertung auf der Grundlage
eines zu bestimmenden Konfidenzintervalls verlangt.
Außerdem ist ergänzend dazu einen Schluss ”von der
Grundgesamtheit zur Stichprobe“ zu vollziehen. Bei
den Teilaufgaben b) und c) ist die Normalapproxima-
tion der Binomialverteilung anzuwenden.

3.4 Sprache

Die Länge des Textes erscheint noch vertretbar, bietet
jedoch aus sprachlicher und inhaltlicher Perspektive
eine Reihe von Vereinfachungsmöglichkeiten. Vor al-
lem aber sind mathematische Ungenauigkeiten bzw.
Fehler enthalten.
Aufgabentexte sollten knapp gehalten und auf die
wesentlichen Informationen beschränkt sein; kompli-
zierte Satzkonstruktionen sind zu vermeiden. Diese
Anforderungen erfüllt der einleitende Text zu Teil-
aufgabe 2.1 nicht durchgehend:

In Rauchmeldern wurde bisher nur eine Fo-
tozelle eingebaut. Es wird nun überlegt, ob
man die Zuverlässigkeit eines Rauchmelders
dadurch verbessern könnte, dass man drei
unabhängig voneinander arbeitende Fotozel-
len verwendet, die so geschaltet sind, dass
erst dann Alarm ausgelöst wird, wenn zumin-
dest zwei der drei Fotozellen eine Reaktion
zeigen.

Der zweite Satz beinhaltet fünf geschachtelte Ne-
bensätze. Der Änderungsvorschlag ist sehr viel einfa-

cher strukturiert und enthält dieselbe relevante Infor-
mation.

Zur Verbesserung der Zuverlässigkeit eines
Rauchmelders sollen nun drei unabhängig
voneinander arbeitende Fotozellen eingebaut
werden. Ein Alarm wird ausgelöst, wenn zu-
mindest zwei der drei Fotozellen eine Reak-
tion zeigen.

Zu den mathematischen Ungenauigkeiten zählt vor
allem die unpräzise Behandlung von Einzelkontrol-
len und mehrstufigen Kontrollen – letztere werden
im Aufgabentext ”Untersuchungen“ genannt. Dazu
kommt, dass Annahmen (Fotozelle ist defekt, fehler-
hafte Fotozellen) nicht klar als solche gekennzeich-
net sind. Man muss sich vergegenwärtigen, dass der
Prüfling in einer Stresssituation erstmalig mit dem
Sachverhalt konfrontiert wird und nicht durch unklare
Darstellung desselben verunsichert werden soll.

Die Formulierung ”im Durchschnitt wird eine von
fünf fehlerhaften Fotozellen nicht entdeckt“ ist eine
nicht normierte, verkürzte Information über eine re-
lative Häufigkeit. Es ist nicht selbstverständlich, dass
diese Information zur Modellierung herangezogen
werden soll.

Regelrecht falsch ist im einleitenden Text die Aussage

”voneinander unabhängig bis zu drei Einzelkontrol-
len“ . Die Einzelkontrollen einer Fotozelle sind selbst-
verständlich nicht voneinander unabhängig. Wenn
nämlich bei der ersten Kontrolle die Fotozelle als
defekt erkannt wird, findet keine weitere Kontrolle
statt.

Als stochastisch unabhängig voneinander hingegen
müssen die Kontrollvorgänge bei verschiedenen Foto-
zellen angesehen werden. Diese Annahme wird nicht
formuliert und auch nicht im Aufgabentext diskutiert.

4 Vorschläge zur Verbesserung der

Aufgabe

Auf die Angabe von Bewertungseinheiten haben wir
verzichtet, da es uns vorrangig um eine inhaltliche
Auseinandersetzung mit der Aufgabe geht. In den
Schlussbemerkungen werden wir eine orientierende
Zuordnung zu den Anforderungsbereichen vorneh-
men.
Wir schlagen folgende Aufgabenstellung vor:

[Aufgabe 1:] Optische Rauchmelder enthalten als wichti-
ges Bauteil eine Fotozelle. Nach der Produktion werden
zufällig ausgewählte Fotozellen auf Fehler untersucht. Bei
dieser Untersuchung werden an jeder dieser Fotozellen
nacheinander bis zu drei Einzelkontrollen durchgeführt.
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Sofern bei einer der Einzelkontrollen eine fehlerhafte Foto-
zelle als defekt erkannt wird, wird sie umgehend ausgeson-
dert und nicht weiter überprüft. Eine intakte Zelle wird in
keinem Fall ausgesondert.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,20 wird bei ei-
ner Einzelkontrolle eine defekte Fotozelle nicht als defekt
erkannt. Sollte eine zweite (oder gar dritte) Kontrolle er-
forderlich sein, so beträgt die Wahrscheinlichkeit dafür,
dass eine defekte Fotozelle in diesem Schritt nicht als de-
fekt erkannt wird, 0,2 (genauso hoch wie bei der ersten
Kontrolle).

Die Kontrollen verschiedener Fotozellen werden als un-
abhängig voneinander angenommen.

Teilaufgabe 1.1

Angenommen, eine Fotozelle ist defekt. Berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit, mit der sie innerhalb des be-
schriebenen Prüfverfahrens erst bei der dritten Einzel-
kontrolle als defekt erkannt und ausgesondert wird.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der sie inner-
halb des beschriebenen Prüfverfahrens überhaupt als
defekt erkannt wird. (Zur Kontrolle: 0,992)

Teilaufgabe 1.2

a) Angenommen, es werden 10 defekte Fotozellen mit
dem (maximal) dreistufigen Prüfverfahren unter-
sucht. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit des
folgenden Ereignisses A:
A: Es werden mindestens neun Fotozellen als defekt
erkannt.

b) In der Tagesproduktion von 2000 Fotozellen seien
genau 5% defekt. Alle Fotozellen werden mit dem
beschriebenen Prüfverfahren kontrolliert.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit für das Ereig-
nis B:
B: Bei der Kontrolle werden mehr als 2 defekte
Fotozellen nicht als defekt erkannt.

[Aufgabe 2 wird eingeleitet mit:] Zur Verbesserung der
Zuverlässigkeit eines Rauchmelders sollen nun drei un-
abhängig voneinander arbeitende Fotozellen eingebaut wer-
den. Ein Alarm wird ausgelöst, wenn zumindest zwei der
drei Fotozellen eine Reaktion zeigen.
Es sei p die Wahrscheinlichkeit, dass eine Fotozelle im
Falle von Rauchentwicklung eine Reaktion zeigt, und P(p)
die Wahrscheinlichkeit, dass ein derartiger Rauchmelder
im Falle von Rauchentwicklung Alarm auslöst.
Die Wahrscheinlichkeiten p und P(p) heißen Zuverlässig-
keit der Fotozelle bzw. des Rauchmelders.

Teilaufgabe 2.1

a) Berechnen Sie für p = 0,9 die Wahrscheinlichkeit
P(p).

b) Zeigen Sie, dass gilt: P(p) =−2p3 +3p2.

c) Ermitteln Sie auf zwei Dezimalstellen genau die
Wahrscheinlichkeit p, mit der jede einzelne Fotozel-
le auf Rauch reagieren muss, damit der Rauchmel-
der mit drei Fotozellen mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 99% Alarm auslöst?

Teilaufgabe 2.2

In der folgenden Abbildung wird der Graph einer
Funktion R dargestellt. Diese Funktion beschreibt (für
0≤ p≤ 1) die Differenz aus der Zuverlässigkeit eines
Rauchmelders mit drei Fotozellen und der einer einzel-
nen Fotozelle.

Lösen Sie mithilfe des Graphen die folgenden Aufga-
ben und geben Sie jeweils Näherungswerte für p an.

a) Ermitteln Sie jene Werte für p, für die der Einbau
von drei Fotozellen einen Zuwachs an Zuverlässig-
keit bringt.

b) Bestimmen Sie jenen Wert für p für einzelne Foto-
zellen, für welchen der Zuwachs maximal ist. Be-
rechnen Sie für dieses p die Zuverlässigkeit eines
Rauchmelders mit drei solcher Fotozellen.
Beurteilen Sie die mit diesem p erreichte Zu-
verlässigkeit des Rauchmelders.

Teilaufgabe 3

Der neue Vorstand eines Unternehmens verlagert aus
Kostengründen einen Großteil der Produktion an einen
anderen Standort. Dort zeigen sich bei der Massenfer-
tigung der Fotozellen große Probleme: Die ansonsten
niedrige Ausschussquote von 3% steigt um ein Drittel
an.

Der Produktionsleiter ergreift daraufhin Maßnahmen
zur Senkung der Ausschussquote. Er möchte den Er-
folg dieser Maßnahmen überprüfen. Dazu werden 2000
zufällig ausgesuchte Fotozellen kontrolliert. Es stellt
sich heraus, dass 59 Fotozellen defekt sind.

a) Ermitteln Sie aus dieser Stichprobe einen Schätz-
wert für die Ausschussquote.

b) Beurteilen Sie mithilfe eines Vertrauensintervalls
zur Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95%, ob die
Aussage, dass die Maßnahmen Erfolg hatten (und
der Ausschussanteil unter 4% gesunken ist) mit dem
Ergebnis der Stichprobe verträglich ist.
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c) Angenommen, die Ausschussquote würde p = 4%
betragen. Ermitteln Sie ein um diesen Wert von p
symmetrisch liegendes Intervall, in dem ca. 99%
aller Stichprobenergebnisse liegen sollen (d.h., mit
Wahrscheinlichkeit 0,99 liegt die Ausschussquote
einer Stichprobe in diesem Intervall).

5 Schlussbemerkungen

Wir haben uns bemüht, eine einfache und vor allem
präzise Sprache zu wählen und die Modellannahmen
jeweils sauber zu benennen.

Bei den vorgeschlagenen inhaltlichen Änderungen
ging es uns zunächst darum, den Sachkontext ernst zu
nehmen und in diesem Kontext sinnvolle Fragestel-
lungen zu formulieren, die sich an den in Biehler et
al. (2010) formulierten Kompetenzen orientieren, die
im Folgenden zitiert werden.

Teilaufgabe 1 thematisiert mehrstufige zufällige
Vorgänge (1.1) und das Modell der Binomialvertei-
lung (1.2). Der Prüfling muss die Modellannahmen
aus dem Aufgabentext (für 1.1) bzw. auch aus der vo-
rigen Rechnung (für 1.2) entnehmen und sinnvoll an-
wenden. Dies entspricht den Kompetenzen 3 (Schüle-
rinnen und Schüler modellieren mehrstufige zufällige
Vorgänge.) und 4 (Schülerinnen und Schüler model-
lieren mehrstufige zufällige Vorgänge mithilfe von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ihrer charakte-
ristischer Kennzahlen.).

Teilaufgabe 1.1 ist dem Anforderungsbereich I, Tei-
laufgabe 1.2 dem Anforderungsbereich II zuzuordnen.
Die Anforderungsbereiche I bis III entsprechen der
Nomenklatur der KMK, wie sie in den ,,Bildungs-
standards im Fach Mathematik für die allgemeine
Hochschulreife” dargelegt ist (siehe KMK (2012)).
Den Anforderungsbereichen werden folgende grund-
legende Eigenschaften zugeschrieben: Reproduzieren
(Anforderungsbereich I), Zusammenhänge herstellen
(Anforderungsbereich II) und Verallgemeinern und
Reflektieren (Anforderungsbereich III)

Teilaufgabe 2 beinhaltet ein vom Parameter p abhängi-
ges Modell der Zuverlässigkeit eines Rauchmelders,
also ist wiederum Kompetenz 3 angesprochen. Durch
die Abhängigkeit vom Parameter kommen funktionale
Betrachtungen ins Spiel, die in der vorgeschlagenen
Form selbstverständlich Gegenstand einer Stochas-
tikaufgabe sein dürfen. Teilaufgabe 2.1 c) erfordert
kontextorientierte inhaltliche Überlegungen.

Die Teilaufgaben 2.1 a) und 2.2 a) sind dem Anfor-
derungsbereich I, die Teilaufgaben 2.1 b) und 2.1 c)
sind dem Anforderungsbereich II zuzuordnen. Die

Teilaufgabe 2.2 b) beinhaltet Elemente des Anforde-
rungsbereichs III.

Die vorgeschlagene Änderung der Teilaufgabe 3 ent-
spricht dem Anliegen unseres Arbeitskreises, in der
beurteilenden Statistik den Schwerpunkt auf Konfi-
denzintervalle zu legen (Kompetenz 2). Zur umfas-
senderen Behandlung der Sachsituation wurde die
Aufgabe in drei Teile gegliedert. Sie beginnt mit ei-
ner Punktschätzung für p, baut diese zu einer Inter-
vallschätzung aus und ergänzt die Betrachtung durch
einen (umgekehrten) Schluss von der Grundgesamt-
heit auf die Stichprobe.

Eigentlich wäre in der vorliegenden Situation ein ein-
seitiges Konfidenzintervall angemessen. Dies wird in
der Regel aber im Unterricht nicht behandelt. Wir
sind den Kompromiss eingegangen, um den Kontext
nicht völlig zu ändern. Bei der Neukonzeption solcher
Aufgaben müssten diesbezügliche Fragen beachtet
werden.
Die Teilaufgaben würden wir folgendermaßen den
Anforderungsbereichen zuordnen: 3 a) ordnen wir I
zu, 3 b) ordnen wir III zu, 3 c) ordnen wir II zu.
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Stat2010, Dortmund, 25.03.2010.

Euler, S. (2013): Lösung der Abituraufgabe C2 aus
dem zentralen Abitur in Hessen 2013. Abitur-
loesung.de. www.abiturloesung.de/al_
upload/Hessen/Gymnasium/pdf/LK_
2013_C2.pdf, Zugriff 2016-07-02.

Hauer-Typpelt, P. (2009): Angemessene Grundvorstel-
lung zu Wahrscheinlichkeit und Zufall entwickeln -
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